
第2章

統計的な考え方の基礎~確率と確

率分布

2.1 本章のテーマ

7 

前章で，統計学とは「不確実性を考慮した論理的推論であるjと述べた。不確実性

とは，絶対にないとも絶対にあるとも決まっていない，ファジーな確率をもっている

ということである。

しかし，ここで簡単に「確率Jと言ってしまったが，さて，改めて確率とは何かと

訊かれたら，答えに詰まってしまうのではないだろうか。

そこで，本章では，あらゆる統計的な考え方の基礎となる「確率jというものを徹

底的に考えてみることにする。高校数学の復習になってしまうかもしれないが，頭

を整理しておくという意味で，役に立つのではないだろうか。このテーマについて，

もっと詳しく知りたい方は，伏見 (1987)など，確率論の本を参照されたい。

2.2 確率的な現象を統計的事象と呼ぶ

2.2.1 どういう現象が確率的か?

-サイコロをt辰ったときの目:振ってみるまでは lから 6のどれが出るかはわか

らない。どの目がでる可能性も等しいから。

・天気予報:i明日の天気予報は晴れ」といっても「必ず晴れるjとは限らない。

「曇ったり雨が降ったりする可能性も少しはあるが，晴れる可能性が高いjこ

とを意味する。

・喫煙と肺がんの関係:iタバコを吸うと肺がんになる」という命題は， iタバコ
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を吸った人と吸わなかった人を比べて，肺がんになった人の割合が吸った人の

方で高いJという関係を示す。タバコを吸っても肺がんにならない人もいる

し，吸わなくても肺がんになる人もいる。

こういう「不確かさ」に潜む法則性(長期間繰り返し観察したり，大集団で観察す

ると見られる)を考える学問を確率論と呼ぶ。大雑把に言えば，この種の法則性をも

っ現象を， r統計的事象」と呼び，統計的事象の確かさの度合いを示すのに便利なモ
ノサシが「確率」である。そこで， r確率jをきちんと定義してみることにする。そ
の前に，いくつかの準備が必要である。

2.3 準備その 1: r標本空間J
統計的事象を捉えるには， rどんなことが起こりうるか」という範囲を定めること
が必要である。

現象は一般に多面的で，様々な観察方法がある。以下3点によって統計的現象を捉

えた，記号化された結果の集合のことを「標本空間Jと呼ぶ。

・観察を行う側面を特定する

・起こりうる結果の範囲を規定する

・その範囲内の各結果に記号を対応させる

個々の結果の起こりうる可能性を示す数値(これを「確率jと呼ぶ)を考える。もっ

とも単純には「どの結果も同程度に起こるJと考える。各結果に対応付けられた確

率は Oからlまでの数値であり，各確率の値の総和は lにならねばならない。たとえ

ば，サイコロの目では，標本空間は 11，2， 3， 4， 5， 61である。

2.4 準備その2: r事象J
問題は，個々の結果の可能性よりも，いくつかの結果が複合された集合(これを

「事象」と呼ぶ)の起こる可能性がどのくらいか，ということである。つまり， r事
象J= r標本空間の部分集合」である。
サイコロの例では， r日が偶数(丁半博打でいえば丁)Jとか「目が5以上」とか「目
が1Jとかいうことが事象といえる。

ある事象の確率は，その事象に含まれる各結果の生起確率の和である。したがっ

て，各結果の生起確率が等しい場合は，その事象に含まれる結果の場合の数をすべて

の場合の数で割ると，その事象の確率になる。サイコロの例では， r目が5以上」と
いう事象の確率は， 2/6=0.333…である。
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2.5 準備その 3:余事象・和事象・積事象・排反事象

起こりうるすべての結果の集合を「全事象」という。つまり，全事象は標本空間に

等しい。

決して起こらない事象を「空事象Jといい，空集合併で表す。

事象Eに対して，Eが起こらないという事象を Eの「余事象」という。 Eの余事

象を Sと書く。サイコ ロの例では， 1目が偶数jという事象の余事象は 「目が奇数J

である。事象 Eが起こる確率を Pr(E)、余事象の起こる確率を Pr(E)という記号

で書くと Pr(E)+ Pr(E) = 1が常に成立する。
事象 E とFの少なくとも一方が起こるという事象を，EとFの「和事象」とい

い，EUFで表す。

事象EとFの両方が起こるという事象を，EとFの「積事象jといい，EnFで

表す。

事象Eが起こればFは決して起こらないとき，EとFは「排反事象Jであるとい

う。 E とFが排反事象なら，EnF=ゆである。

2.6 準備その 4:相互排反性と加法定理

サイコロで考えると， 1回振ったとき「偶数の目が出る」という事象Eが起こる確

率は，2，4，6の場合の数3を， 1，2，3，4，5，6の場合の数6で、割った値なのでPr(E)= 0.5 

である。

では， 2回振って「少なくとも 1回は偶数の目Jの確率はどうなるだろうか? ま

ず， 0.5+0.5=1.0ではないのは自明である(1.0ということは，必ずそうなるという

ことだから)。ここで大切なのは， r 1回目に「偶数の目が出る」 事象 Elと2回目に
「偶数の目が出る」事象 E2とは排反ではないJことに注意することである。集合の

ベン図(図 2.1)から考えると，Pr(El U E2) = Pr(El) + Pr(E2) -Pr(El n E2) 
であることが直感的にわかる。この式を「加法法則Jと呼ぶ。ベン図をよく見ると，

12回とも奇数」の余事象なので，1-Pr(E1nE2)=1-9j36=0.75と考えてよい
こともわかるだろう。因みに，事象Eと事象Fが排反なら，Pr(El n E2) = 0なの

で，Pr(E U F) = Pr(E) + Pr(F)という「加法定理」が成立する。

2.7 準備その 5:事象の独立性と乗法定理

事象Eが起こったときに事象 Fが起こる確率を，IEが起こったときの Fの条件

付き確率jといい，Pr(FIE)と書く。
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1回目が偶数

(2，1) (2，3) (2，5) 
(4，1) (4，3) (4，5) 
(6，1) (6，3) (6，5) 

(1，1) (1，3) (1，5) 
(3，1) (3，3) (3，5) 
(5，1) (5，3) (5，5) 

2回目が偶数

(1，2) (3，2) (5，2) 

(1，4) (3，4) (5，4) 
(1，6) (3，6) (5，6) 

1回目も2回目も奇数

図2.1 サイコ口を 2回振って「少なくとも 1回は偶数の目Jの確率を考えるためのベン図

IEが起こった」 うちの IEもFも起こった」場合なので，Pr(FIE) = Pr・(Fn
E)/Pr(E)である。
E と F が互いに無関係(=独立)なら ， Pr(FIE) = Pr(F)。逆にいえば，
Pr(F) = Pr(FIE)のときに事象 E と事象Fは互いに独立であるという。独立でな
いとき 「従属であるjという。

上記2つの式から，EとFが独立なら，Pr(F n E) = Pr(F) x Pr(E)という
「乗法定理」が成立する。

2.8 確率を定義するための 4種類のアプローチ

確率を定義するには 以下の4種類のアプローチがある。

・操作的アプローチ(統計的定義):数多く試したときの相対度数の極限。たと

えば，事象 Eが起こる確率Pr(E)は，N回試したときにN1回事象 Eが起
こるとして，NdNという相対度数が，N を無限大に したときに漸近する値で

ある。

・対称的確率 :サイコロの場合， 6通りの目の出る確率はどれも等しくなければ

ならず，その和は lでなくてはならないので，たとえば lの目が出る確率は
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1/6となる。限定的かつ循環論法。

・公理的客観確率:標本空間の各要素を q として，Pr(ei)三Oかつ Pr(e1)+ 
Pr(e2) +…+ Pr(eN) = 1かつ事象Eが起こる確率 Pr(E)= L Pr(ei)を公
理とする*10

・主観確率:観念的にも二度と繰り返すことのできない事象についての「見込

みjを扱う。決定理論において重要。

公理的客観確率

より厳密に定義するならば，次のようになる(伏見， 1987より)。

確率の議論をする際に考える事象群2tは，次の条件を満たしていなければならない。

[B1]標本空間 口が引に含まれている。

[B2]事象Aが2tに含まれているならば，Aの余事象Aも2tに含まれている。

[B3] A1， Aぁ…が2tに含まれているならば，それらの和事象 A1U A2 U 

(十=QωAサ)も…刻批山に叶叩含
これら 3つの条件をすベて満たす 2引iのことをボレル集合体という。このとき，以下の条

件も自然に成立する。

[B4]空集合ゆが引に含まれている。(ゅは標本空間の余事象なので， [B1]と

[B2]より自明である)

[B5] A1，A2，…が2tに含まれているならば，それらの積事象 A1円 A2n

(~川同一一(集合的山…一
(=積事象の余事象は余事象の和事象に等しい〕と [B2]と[B3]より自明である)

こうしてボレル集合体2tを定めた上で 引に含まれる個々の事象が起こる確率(確率測

度ということもある)を定義することができる。

事象Aの起こる確率を Pr(A)という記号で書くと，確率Pr(-)は，次の性質をもつもの

として定義できる(これが公理的客観確率の厳密な定義である)。

[P1]任意の事象Aの確率は Oと1の聞の実数である。

[P2]標本空間全体 Qの確率は 1である。

[P3] A1， A2，…が互いに排反な事象であるならば，それらの和事象の確率は，そ
れらの確率の和に等しい (1完全加法性」と呼ばれる)。

まず標本空間を考え，その部分集合の集まりの一種としてボレル集合体を考え，最後にボ

レル集合体の要素に実数値を対応させる関数で性質 [P1]~ [P3]を満たすものとして

確率を定めたので，これら 3つを組にして(D，2t，P)と書き，これを確率空間と呼ぶ。

*1要素は互いに排反であるということ。当然で、ある。
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2.9 大数の法則(操作的接近の根拠)

操作的アプローチが成り立つ様子を，コンピュータを使って調べてみよう 。Rのプ

ログラムでは次のようになる叫。

a <ー c(100，1000，10000，100000)

opく- par(mfrow=c(2，2)) 

for (i in 1:4) { 

y く- as.integer(runif(a[i] ，1，7)) 

for (j in c(1:1ength(y))) { if (y[j]>6) y[j]<-6 } 

s <-paste("n="，as.integer(a[i])) 

barplotCtableCy)，main=s) } 

par(op) 

このプログラムで試行回数を増やすと，図 2.2のように，サイコロの特定の目が出る

割合が，ある一定値に近づくことがわかる。 r1の目が出るj事象 Elが起こる確率
Pr(El) = Pとおけば，N回サイコロを振って N1回 1の目が出たとして，任意の正

の小さな数εに対して，limN→∞Pr(INI/N -pl <ε) = 1ということで，これをベ
ルヌーイ (Bernoulli)の大数の法則という。

2.10 確率変数・期待値・分散の感覚的把握

確率変数と期待値について，まず感覚的に把握することは重要である。そこで，鈴

木(1995)に掲載されている，スロットマシンの例を紹介しよう。

スロットマシンでは，ごくたまに，投入金額の何十倍ものコインが出てくることが

ある。マシン利用者全員に返ってくる賞金の合計を利用回数で割った値が， 1回に期

待される賞金額で，これを賭け金で、割った値を「賞金還元率jと呼ぶ。言い換えると，

lから賞金還元率をヲ|いた値が，賭け事の胴元が儲けると期待される値である。一般

に，賞金額が Xl，X2， X3，. • .で，その賞金が得られる確率がPl，P2，P3，...のように設
定されたスロットマシンの期待賞金額 M は， M = XIPl + X2P2十 X3P3+…で与え

*2 runif (N ，min，max)は区間 [min，max]の N個の一様乱数を発生させる関数。 minとmaxが省略

されたときは [0，1]と仮定される。 [1，7]をas.integerで切り捨てると，ちょうど7の場合はサイコ

ロにない目が出ることになって しまうので，ちょうど7の場合のみ強制的に 6にしている。また，

テキストファイルとしてプログラム全体を予め用意し， source()で読み込んで実行させる場合は

問題ないが， Rのコンソールで l行ずつ入力していると， 2行目の parOを入力した後で，フォー

カスがグラフイツクウインドウに移ってしまうので，コ ンソールウインドウをクリックして入力可

能な状態に戻す必要がある。付録 (167ページ)に Windowsで実行した様子を示した。

byf04
タイプライターテキスト
a <- c(100,1000,10000,10000)
op <- par(mfrow=c(2,2))
for (i in 1:4){
y <- as.integer(runif(a[i],1,7))
for (j in c(1:length(y))){if (y[j]>6) y[j]<-6}
s <- paste("n=", as.integer(a[i]))
barplot(table(y),main=s)}
par(op)
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大数の法則のシミュレーション

られる。このスロットマシンのようなものを確率変数といい，期待賞金を期待値と呼

ぶ(厳密には後述)。

期待賞金が同じでも，値動きの幅が小さいと一喜一憂の程度が小さく ，逆に幅が大

きいと滅多に当たらないが当たったときの喜びは大きくなる。つまり，ギャンブル性

は，値動きのI幅と，チャンスの大きさに依存している。

各賞金がどれくらい期待賞金から隔たりがあり ，それを獲得できる可能性がどれく

らいあるのかを見積もれば，ギャンブル性が表せる。

マシンのギャ ンブル性を Vとおけば，v=乞 (期待値からの隔たり)x (可能性)
という値が定義できる。この Vを 「分散」と呼ぶ。このとき，各賞金額zと期待値

図 2.2
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}/.[の隔たりは，差を二乗した値D= (x -J./I)2で表す。

2.11 確率変数・期待値・分散を数式で書く

一般に，とりうる値の集合X=(Xl，X2，X3γ ・・)と，それぞれの値が実現する確率

p = (Pl，p2，P3， dots)が与えられていて， 事象として xのうちどれか lつの値のみ

実現するとき， (x， p)という 1セットを， 1確率変数」と呼んで，Xで表す。このと

き，期待値は E(X)=μ= L: XiPiであり，分散は V(X)=σ2 玄(Xi-μ)2Piと
なる。また，分散の平方根σを標準偏差と呼ぶ。

このとき，横軸に xの各々の値を示す位置をとり，その各々に pの各々の可能性

を示す高さの棒を立ててみれば，これが確率変数の「確率分布jということになる。

2.12 ベルヌ-イ試行と 2項分布

l回の実験で事象Sか事象Fのどちらかが起こり， しかもそれらが起こる可能性

が，Pr(8) = p， Pr(F) = 1 -P = qで何回実験しても変わらないとき，これを「ベル
ヌーイ試行Jという。ベルヌーイ試行では，事象Fは事象Sの余事象になっている。

たとえば，不透明な袋に黒い玉と白い玉が500個ず、つ入っていて，そこから中を見

ないで Iつの玉を取り出して色を記録して(事象Sは「玉の色が黒J，事象Fは「玉
の色が白J)袋に戻す実験はベルヌーイ試行である(注:袋に戻さないと 1回実験す

るごとに事象の生起確率が変わっていくのでベルヌーイ試行にならない)。

ベルヌーイ試行を η 回行って， 8がちょうど k回起こる確率は，Pr(X = k) =n 

Ckpkqn-kである。nCkは言うまでもなく η個のものから k個を取り出す組み合わ

せの数である。2項係数と呼ばれる。このような確率変数Xは， 12項分布に従うJ

といい，X rv B(n，p)と表す。E(X)=ηp， V(X) =ηpqである。

2.13 2項分布のシミュレ-ション

正二十面体(各面には 1から 20までの数字が割り振られている)サイコロを η 回

(η 二 4，10，20，50)投げたときの， 1から 4までの目が出る回数を l試行と考えれば，

これはベルヌーイ試行である。1回投げたときに 1から 4までの目が出る確率は0.2

であるとして(=母比率を0.2とする)，試行 1000セットの度数分布を図 2.3に示

す。これを描いた Rのプログラムは下記の通り 40

ホ3runif (n， 1 ， 21)では21が出る可能性がゼロではないが，R-1.7.0と1.7.1での乱数生成アルゴリ

ズムの標準であるメ ルセ ンヌツイスター法では 1/(219937-1)しかないので無視して差し支えな
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timesく- function(n) { 

hit <一 0; diceく- as.integer(runif(n，1，21)) 

for (j in 1:n) { if (dice[j]く5){ hit <-hit+1 } } 

return(hit)} 

a くー c(4，10，20，50) 

op <-par(mfrow=c(2，2)) 

for (i in 1:4) { 

nx <-a[i]; y くー c (1: 1000) 

for (k in 1:1000) { y[k] <-times(nx) } 

barplot(table(y) ，main=paste("n=" ，nx)) } 

par(op) 

2.14 2 J頁分布の理論分布

この例で，各 η についての理論的な確率分布は，Pr(X = k) =n CkO.2kO.Sn-kよ

り図2.4のようになる。Rのプログラムは下記の通り。

a くー c(4，10，20，50); op <-par(mfrow=c(2，2)) 

for (i in 1:4) { 

n く- a.[i]; chk くー c(1:(n+1)) 

for (k in O:n) { chk[k+1] <- choose(n ， k) * (0 . 2 ~ k) * (0 . 8~(n-k)) } 

barplot (chk， col='red' ，main=paste ("n=" ，n)) } 

par(op) 

ただ し， Rには様々な確率分布についての関数があり， choose(n ， k) * (O.2~k) 

本 (O . 8~(n-k)) は dbinom(k ， n ， O.2) と 同値であ る 。 この よ うに，確率変数が取 りう

る各値に対して，その値をとる確率を与える関数を確率密度関数という 。値が小さい

ほうからそれを全部足した値を与える関数(つまり，その確率変数の標本空間の下限

から各値までの確率密度関数の定積分)を分布関数(あるいは確率母関数，累積確率

密度関数)と呼ぶ。

2.15 正規分布

η が非常に大きい場合は， 2項分布B(η，p)の確率Pr句(X 二 ηp+d)という値が，

1 (d2 ¥ 
ーで= eXDI一一一一一 1
y2π叩'q '¥ 2叩 q)

byf04
タイプライターテキスト
times <- function(n) {
hit <- 0; dice <- as.integer(runif(n,1,21))
for (j in 1:n) { if (dice[j]<5) {hit <- hit+1 }}
return(hit)}
a <- c(4,10,20,50)
op <- par(mfrow=c(2,2))
for (i in 1:4) {
nx <- a[i]; y <- c(1:1000)
for (k in 1:1000) { y[k] <- times(nx) }
barplot(table(y),main=paste("n=",nx)) }
par(op)
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2項分布の理論分布図2.4

で近似できる。一般にこの極限 (η を無限大に限りなく近づけた場合)である，

Pr(X = x) = /ニヰ叫(_ (x :_出
v' ~πσ2 -~- ¥ 2σ“/  

という形をもっ確率分布を正規分布と呼び，N(μ?σ2)と書く o

z = (x-μ)/σ と置けば，

丹 (Z= Z) =マiz叫子)
となる。これを標準正規分布と呼び， N(O， 1)と書く。統計学でよく使われる確率分
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は自然対数をとった値の平均，対数標準偏差とは自然対数をとった値の標準偏差をいう。 dlnorm(l)は

dnorm(O)と等しい。対数をとる以上，当然のことながらゼロを含むデータについては計算できない。

(3)閉区間である(区間に両端を含む)。省略時は 0と1になる。

(4) Rには，これらの分布関数に従う乱数を生成する関数もある。たとえば， 0から 1までの一様乱数を

1000個生成する関数は runif(1000，0，1)である。試行回数 100回，母比率 0.2の2項分布に従う乱

数を 1000個発生させるには， rbinom(1000，100，0.2)とすれば良い。




